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Аннотация  
В статье изучается дифференциальный оператор L  с инволюцией, порожденный 
дифференциальным выражением ),],,0([],,0[),()()()( 1 CLQxxyxQxyyl    и 
краевыми условиями )()0( yy  . Исследование спектральных свойств проводится с помощью 
метода подобных операторов. Получены результаты об асимптотике спектра, спектральности 
оператора, а также равносходимость спектральных разложений. 
 
Abstract 
The paper deals with the differential operator L  with involution, defined by a differential expression 
),],,0([],,0[),()()()( 1 CLQxxyxQxyyl    and boundary conditions )()0( yy  . The 
method of similar operators is used to analyze the spectral properties of the operator. The asymptotic of 
spectrum and the equiconvergence of spectral decomposition are obtained. 
 
Ключевые слова: спектр оператора, дифференциальный оператор с инволюцией, суммируемый 
потенциал, метод подобных операторов, асимптотика спектра, спектральные разложения, 
равносходимость спектральных разложений. 
Keywords: spectrum of operator, differential operator with involution, summated potential, similar 
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Постановка задачи 
Рассматривается ],0[ pL  – банахово пространство суммируемых со степенью 
),1[ p  на ],0[   функций. Через )],,0([ CLL pp   определим банахово пространство 
(пространство Лебега) суммируемых со степенью ),1[ p  на ],0[   и со значениями в C  
функций, для которых конечна величина ].,0[,))((
/1
0


  tdttyy
pp
Cp
 Тогда 
пространство Соболева будем обозначать через ypCLyCW pp :1),],,0([{)],,0([
1    
абсолютно непрерывна и )}.],,0([ CLy p   
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Рассматривается линейный оператор ),],,0([)],,0([)(: CLCLLDL pp    
порожденный дифференциальным выражением (см. [Бурлуцкая, 2011; Романова, 2014; 
Романова, 2016; Baskakov, Krishtal, Romanova, 2017]) 
),],,0([],,0[),()()()( 1 CLQxxyxQxyyl    
с областью определения 
)}.()0(:)],,0([{)( 1  yyCWyLDy p   
 
Тогда изучаемый оператор L  представим в виде ,
0 VyyLLy   где )())(( 0 xyxyL 
будем называть свободным оператором, играющим роль невозмущенного оператора, а 
)],,0([],,0[),()())(( CLyxxyxQxVy p    – возмущением. 
Легко описывается спектр )( 0L  оператора 0L . Он состоит из собственных 
значений вида  .,
2
 n
n
in


  Соответствующие собственные функции имеют вид 
.,)(
2
Rtete
t
n
i
n 


 
Отметим, что операторы с инволюцией довольно часто применяются в теории 
фильтрации (см. [Bucy, Kalman, 1961]), что и объясняет интерес к изучению 
спектральных свойств такого рода операторов. Простейшая инволюция (отражение) 
применяется при обращении времени в классической статистической механике 
неравновесных процессов. Инволютивное отображение применялось в том числе 
В.А. Плиссом при исследовании субгармонических колебаний, описываемых 
уравнениями без диссипации (см. [Розовский, 1967]). 
В теории возмущенных линейных операторов при изучении дифференциальных 
операторов, определяемых краевыми условиями на конечном промежутке, используются 
разнообразные методы (см. [Бурлуцкая, Хромов, 2014; Mityagin, 2004; Djakov, Mityagin, 
2013; Savchuk, Shkalikov, 2014]). В данной статье исследование спектральных свойств 
дифференциального оператора с инволюцией при условии суммируемого потенциала 
будет проводиться с помощью метода подобных операторов (см. [Романова, 2014; 
Щербаков, 2013; Baskakov, Derbushev, Shcherbakov, 2011; Shcherbakov, 2013; Baskakov, 
Polyakov, 2016–2017; Polyakov, 2016.]). Данный метод основывается на построении 
преобразования подобия исследуемого (возмущенного) оператора в оператор, 
спектральные свойства которого близки к спектральным свойствам невозмущенного 
оператора (в данном случае свободного оператора), что существенно упрощает изучение 
исследуемого оператора. 
 
Метод подобных операторов для абстрактных операторов, близких  
к дифференциальному оператору с инволюцией, действующему в лебеговых 
пространствах 
Построение допустимой тройки, а также предварительное преобразование подобия 
будем осуществлять для абстрактных операторов, наиболее близких по своим свойствам к 
изучаемому дифференциальному оператору с инволюцией. 
Обозначим через X – банахово пространство, EndX – банахову алгебру линейных 
ограниченных операторов.  Введем в рассмотрение линейный оператор XXADA )(:  
с компактной резольвентой .)(:),( EndXAAR    
Предположим, что оператор iA  имеет ряд свойств, близких к спектральным 
свойствам дифференциального оператора с инволюцией L : 
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o оператор  является (инфинитезимальным) генератором периодической периода 
  изометрической сильно непрерывной группы операторов ;: EndXRT   
o спектр оператора A , обозначаемый через ),(A  образует двустороннюю 
последовательность собственных значений ,, Znn   вида .,
2
Zn
n
in 


  
 Тогда, если nP  – проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству
)(}{ An   , то ., ZnPAP nnn    
Далее каждому оператору будем сопоставлять периодическую периода   сильно 
непрерывную операторнозначную функцию ,:)()( EndXRtXTtTt   .Rt  Тем самым 
возникает изометрическое периодическое периода   представление:  
,:
~
EndXRT   ),()()(
~
tXTtTtT   ,Rt  ,EndXX                                (1) 
генератором которого является оператор Aad со спектром .)( iZadA   
Для функции вида (1) рассмотрим ее ряд Фурье ,,~)()(
2
RteXtXTtT
t
n
i
Zn
n  



где 
коэффициент Фурье EndXX n  имеет вид  





0
2
.,)()(
1
ZndtetXTtTX
t
n
i
n  
Ряд 
Zn
nX назовем рядом Фурье оператора X (относительно группы операторов T ), а 
операторы ,, ZnX n  – коэффициентами Фурье вышеуказанного оператора. 
Перейдем непосредственно к построению трансформаторов (в соответствии с 
терминологией М.Г. Крейна – операторов в пространстве операторов) .:, EndXEndXJ   
Для этого введем в рассмотрение )(1 RL  – банахову алгебру периодических 
периода   локально суммируемых функций с нормой 
),(,)(
1
0
1
1
RLfdttff  



 
и со свёрткой функций в качестве умножения 
).(,,,)()(
1
))(*(
0
1 RLgfRtdssgstftgf  



 
Банахово пространство X наделим структурой банахова )(1 RL - модуля с помощью 
следующей формулы: 
.),(,)()(
1
* 1
0
XxRLfxdttTtfxf   


 
Тогда на EndX определим структуру банахова )(
1 RL - модуля через 
,),(,)()()(
1 1
0
EndXXRLxdttXTtTtX   



  
причем .
1
XX    
Трансформаторы J и   (см. [Баскаков, 1987]) на любом операторе EndXX   
будем определять равенствами: 
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                              ,1,)()(
1
0
0   

XdttXTtTXJX                                           (2) 
                                  ,)()()(
1
0
fXdttXTtTtfX  


                                                 (3) 
где CRf :  – периодическая периода   функция вида ).,0[),
2
()( 

 ttitf  
Лемма 1. Трансформаторы EndXEndXJ  :, ограничены и обладают 
следующими свойствами: 
а) верна оценка ;
4

  
б) )( AadDX  для любого оператора ,EndXX   причем верно равенство 
.JXXXAXAXadA   
Для определения допустимой тройки для исследуемого оператора всюду в 
дальнейшем используется понятие аппроксимативной единицы. 
Определение 1. Под аппроксимативной единицей (для свёртки) понимается 
последовательность элементов 1)( mmf из 
1L , обладающих следующими свойствами: 
.0,,0)(
1
lim)3
,1)(
1
lim)2
,sup)1
0
1














условиюяющегоудовлетворногофиксированлюбогодляdf
df
f
m
m
m
m
m
m
 
Теперь рассмотрим последовательность функций из )(1 RL вида 
,
2
sin
4
)( 2
2
mt
mt
tfm

  которая может быть представлена в виде ряда Фурье 
.)1()(
2
t
n
i
mn
m e
m
n
tf 



  Поскольку последовательность функций )( mf  является 
положительно определенной, то .1
1
mf В таком случае верно первое свойство из 
определения аппроксимативной единицы. Другие два свойства определения 1 также легко 
проверяются, что дает основание использовать в дальнейшем последовательность )( mf  в 
качестве аппроксимативной единицы. 
Пусть x – некоторый вектор из ,X  и пусть задано некоторое .0  Выберем и 
зафиксируем такое  из интервала  ,0 , что  xxsT )( при x (используется 
свойство сильной непрерывности представления T ), и число Nm такое, что 



 dfm )( (используется третье свойство определения 1). Также в силу определения 1 
верно .0*lim 

xxfm
m
 
Таким образом, определим последовательности трансформаторов (см. [Романова, 
2014; Baskakov, Krishtal, Romanova, 2017]) ,, XXJ mm  используя вышеопределенную 
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последовательность функций ),( mf  (2), (3), и равенство 
,)()()(
1
)()(
0
xdttXTtTtfxXxfX  


где CRf : – периодическая периода  функция 
вида  

,0),
2
()(  ttitf : 
 
                                    ,)()( XfXfXJXfXfJJXXJ mmmmm                                  (4) 
                   .,,))1(*()()(  mEndXXXffXfXXfXX mmmm             (5) 
Очевидно, что ., 00  JJ  
Лемма 2. Для любого 0m тройка ),,( mmJEndX   является допустимой для 
оператора A , причем  
.,0)3
,1,
5
)2
,3)1
3
2



m
mвсехдля
m
J
m
m
m

 
Таким образом, верна следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть число Zm  удовлетворяет неравенству .
4
115
*3/2
B
m

Тогда 
оператор ,BA где ,EndXB подобен оператору вида 
.)( 0
~~~
BAXJAXfXJA mm   
Оператор 
~
X является решением уравнения 
                                 ),()()())(( XBXBJXJBXXBX                                 (6) 
в котором ., mm JJ  Его можно найти методом последовательных приближений. 
Преобразование подобия оператора BA в оператор 0BA  осуществляет оператор 
.
~
XI m  
Лемма 3. Существует такое ,,1 00  Znmn  что спектр оператора BA
представим в виде объединения взаимно непересекающихся множеств :1,, 00  nkk  
                       .)()()(
1
0
1
)(
00
0    
















 nk
k
nk
kn AABA                                  (7)    
 
Метод подобных операторов в исследовании равносходимости дифференциального 
оператора с инволюцией с суммируемым потенциалом 
 
 В дальнейшем будем отождествлять пространство )],,0([ CLp     с банаховым 
пространством ),(,, CRLL pp    периодических периода   функций, определенных на R  
со значениями в C  и суммируемых со степенью p на ).,1[],,0[ p  В пространстве ,pL  
определена группа операторов сдвигов функций .,,),())()(( ,pLxRtstsxsxtS   
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Генератором группы ,: ,pLEndRS   является оператор .
dt
d
 В таком случае группа 
изометрий ).()( TStT   
Функцию Q  будем рассматривать как элемент пространства ).,(1 CRL  
Введем в рассмотрение периодическую периода   функцию CRf : вида 
).,0[,
2
)( 







 ttitf  
Операторы VVVJV  ,, имеют следующие представления (см. [Романова, 2014; 
Baskakov, Krishtal, Romanova, 2017]): 
;)(
22
1
))()((
2
0




dy
s
QsyJV  




 
  
;)(
222
1
))()((
2
0




dy
s
Q
s
fsyV  




 





 
  
.)()(
2
2
22
1
))()((
2
0




dysQ
s
Q
s
fsyVV  




 





 
  
В таком случае верна теорема 1, результатом которой является подобие оператора 
VL 0 и оператора ,
~
0 XJL m где 
~
X  является решением уравнения (6), а преобразование 
подобия осуществляет оператор ,
~
XI m  mJ , m  определены (4), (5) соответственно. 
Отсюда непосредственно получаем следующие представления возмущенных проекторов 
,1,, 1
~
)(
1
)(
~
  mkUPUPUPUP kkmm  
где )(
~
mP – проектор на подпространство 
~
)(
1 , km PXU
  – проектор на подпространство 
,1 kXU
 и .
~
XIU m  
В следующей теореме осуществляется предварительное преобразование подобия, 
которое позволит получить далее результат о равносходимости спектральных разложений 
исследуемого оператора. 
Теорема 2. Пусть число Zm  удовлетворяет неравенству 1
5
13/2
V
m

 (т. е. 
оператор VffIVI mm ))1(*(  ) обратим). Тогда оператор VLL 
0
подобен 
оператору ,
~
0
~
VLL  где 
),)(()( 1
~
VJVVVVIVJV mmmmm 
  
причем имеет место равенство 
).)(())((
~
00 VLVIVIVL mm   
Операторы 
~
),()(,,, VVJVVVVVJ mmmmm  являются компактными. 
Из спектрального разложения (7) очевидным образом следует 
Теорема 3. Дифференциальный оператор 
),],,0([)],,0([)(: CLCLLDL pp    
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является оператором с компактной резольвентой и существует такая нумерация 
собственных значений, что )(L представим в виде 
,)(
1
)(   







mn
nmL   
где )(m  – конечное множество,  ,1, mnn определяются равенствами      
.0lim},
2
{  


n
n
nn
n
i 


  
Отметим, что если рассматривать потенциал в пространстве ],0[2 L , то для 
асимптотики спектра можно использовать результаты статей (см. [Романова, 2014; 
Baskakov, Krishtal, Romanova, 2017]). 
Пусть ,1,,
~
)(
~
mnPP nm – спектральные проекторы Рисса, построенные по 
оператору L и множествам )(m , ,1, mnn  соответственно. 
Теорема 4. Имеет место равносходимость спектральных разложений операторов L
и 0L : 
,0lim
~


nn
n
PP  
.0)1()1(lim
1
)(
~
1
)(
~
 


k
n
mk
mk
n
mk
m
n
P
n
k
PP
n
k
P  
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